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Compendio

Le previsioni della Meccanica classica non sono confermate sperimental-
mente a velocita molto elevate ed esiste un limite per la velocita che le par-
ticelle possono raggiungere: la velocita della luce nel vuoto, che ¢ la stessa
in tutti i sistemi di riferimento inerziali, in contrasto con le leggi di trasfor-
mazione classiche. La costanza della velocita della luce e I’equivalenza dei
riferimenti inerziali sono i Principi di base della teoria della Relativita di
Einstein. Le corrispondenti trasformazioni, da un riferimento inerziale a
un altro, devono differire da quelle di Galileo, il che implica una revisione
dei concetti classici di tempo e di spazio. Un’analisi delle definizioni opera-
tive di simultaneita, di intervallo temporale e di lunghezza, evidenzia il loro
carattere relativo: ne conseguono gli effetti di dilatazione del tempo e di
contrazione delle lunghezze. Dai Principi della Relativita, e dalle proprieta
di omogeneita dello spazio e del tempo, si deducono le leggi di trasforma-
zione di Lorentz, di cui quelle di Galileo risultano il limite per basse velo-
cita. Siricavano anche le leggi di trasformazione della velocita e dell’acce-
lerazione: poiché quest’ultima non ¢ invariante, le leggi della Meccanica
devono essere modificate per diventare compatibili con i Principi della Re-
lativita. Ridefinendo opportunamente la quantita di moto, si trova che essa
¢ collegata alle forze come nella Meccanica newtoniana e che la sua conser-
vazione (in un sistema isolato) rimane valida in ogni riferimento inerziale.
Sidetermina una nuova espressione dell’energia cinetica, valida ad alte ve-
locita. Analizzando processi di urto anelastico, si giustifica 1’espressione
dell’energia di una particella libera come somma dell’energia cinetica e
di una energia “a riposo’’ associata alla massa: alla variazione dell’energia
cinetica se ne accompagna una, di segno opposto, per ’energia a riposo
(esempio dell’equivalenza massa-energia). Discusso questo importante
aspetto della teoria di Einstein, se ne illustrano diverse conseguenze speri-
mentalmente verificate nella Fisica nucleare e delle particelle elementari.
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15-1 INTRODUZIONE 583

15-1 Introduzione

Il modello di Universo comunemente accettato fino al XIX secolo ¢
quello di Galileo e di Newton: un Universo governato dai tre Principi
della Dinamica e dal Principio di relativita galileiana. Il fatto che que-
st’ultimo riguardasse i fenomeni meccanici non era considerato in realta
una limitazione, in quanto ogni fenomeno fisico conosciuto veniva di fat-
to ricondotto alla Meccanica. Verso la fine del XIX secolo divenne tut-
tavia evidente la difficolta di rendere consistenti con questo schema i fat-
ti sperimentali e le leggi dell’elettromagnetismo e dell’ottica. La soluzio-
ne del problema fu trovata da Einstein con la formulazione della teoria
della Relativita, di cui esporremo in questo capitolo alcuni elementi es-
senziali.

L’equivalenza di tutti i sistemi di riferimento inerziali comporta che
le Leggi della Meccanica mantengano la stessa forma nel passaggio da
uno di essi a ogni altro. Come discusso nel paragrafo 4-17, questo requi-
sito di covarianza pone alcune limitazioni sulle grandezze fisiche che in
esse possono figurare.

Nella meccanica newtoniana si assume che per i sistemi inerziali val-
gano le trasformazioni di Galileo

i

in cui & evidente l'ipotesi dell’esistenza di un tempo assoluto. Cio equiva-
le alla possibilita di avere, nei diversi sistemi di riferimento, orologi che
si mantengono sincronizzati anche se animati di moto relativo con velo-
cita costante (che in questo capitolo viene indicata con v* invece che con
V, come nel capitolo 3). Inoltre, esse implicano che anche lo spazio sia
assoluto, perché richiedono che r; — r, = r{ —r}, cio¢ che la distanza fra
due particelle sia la stessa nei due sistemi di riferimento.

Dalle trasformazioni di Galileo si ottengono le corrispondenti leggi di
trasformazione per velocita e accelerazione,

v=vV +v*
{a:a, (15-2)

che mostrano che la velocita non € invariante, al contrario dell’accelera-
zione. Non & dunque un caso che nelle Leggi della Meccanica figuri I’ac-
celerazione, e mai (esplicitamente) una velocita (assoluta). D’altra parte,
anche le forze risultano invarianti per le suddette trasformazioni, in
quanto dipendenti dalla distanza ed eventualmente da una velocita rela-
tiva (come nel caso dell’attrito), cosi come la massa, che € una grandezza
scalare. Possiamo quindi affermare che I’equazione f = m a, che esprime
il Secondo Principio della Dinamica, € a sua volta invariante per trasfor-
mazioni di Galileo.

Altro aspetto importante della meccanica newtoniana, piu volte mes-
so in evidenza, € I’assunzione che le interazioni fra i corpi si propaghino
a velocita infinita, cio¢ istantaneamente, qualunque sia la distanza: ne
consegue che, nella descrizione delle interazioni attraverso 1’energia po-
tenziale, questa viene espressa in termini della configurazione del siste-
ma, considerando le posizioni reciproche di tutte le particelle allo stesso
istante t.

Questa visione dell’Universo comincio a mostrare crepe sempre piu
profonde durante il XIX secolo, via via che progredirono le conoscenze
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di elettricita, magnetismo e ottica, le cui leggi furono unificate da Max-
well nelle equazioni che vanno sotto il suo nome. Per la prima volta si
prevedeva infatti che un’interazione, quella elettromagnetica, si propa-
gasse a velocita finita; e tale velocita, la stessa della luce nel vuoto, figu-
rava esplicitamente nelle equazioni di Maxwell, rendendole non inva-
rianti per trasformazioni di Galileo.

Lo studio dei fenomeni elettromagnetici (quelli luminosi, in partico-
lare) divenne dunque il germe della crisi che avrebbe portato a una nuo-
va visione della struttura dell’Universo. Gli studiosi piu affermati del
tempo si cimentarono nella ricerca di un mezzo materiale (etere) di sup-
porto alla propagazione della luce. Non ebbero successo: nessun esperi-
mento fu in grado di dimostrare 'esistenza dell’etere, e quindi di un si-
stema di riferimento privilegiato (assoluto) ad esso connesso.

15-1-1 I Principi della Relativita

Bisognava percio accettare che la luce si comportasse in modo differente
da quanto previsto dai modelli meccanici. La luce appariva inoltre avere
la stessa velocita in tutti i riferimenti inerziali, contraddicendo la legge di
composizione di Galileo (15-2). D’altro canto, se da un lato non era fa-
cilmente accettabile che il Principio di relativita galileiana si limitasse ai
soli fenomeni meccanici, dall’altro estenderne la validita anche alle
equazioni di Maxwell significava rimettere in discussione le trasforma-
zioni di Galileo e con esse le ipotesi di spazio assoluto e di tempo asso-
luto, richiedendo un notevole coraggio intellettuale. Il passo decisivo ed
effettivamente rivoluzionario fu fatto, nel 1905, da Albert Einstein, uno
studioso fino ad allora estraneo agli ambienti accademici, che propose
una visione dell’Universo radicalmente nuova, basata su due Principi
molto semplici che costituiscono la base di cio che oggi viene chiamata
la Relativita ristretta:

1) i sistemi di riferimento inerziali sono equivalenti: tutte le leggi del-
la Fisica hanno la stessa forma in ogni riferimento inerziale;

2) il modulo della velocita della luce nel vuoto € uguale in tutti i si-
stemi di riferimento inerziali e non dipende dalla direzione di pro-
pagazione.

Le conseguenze cinematiche e dinamiche di tali assunzioni risultano di
particolare interesse, sia dal punto di vista di principio sia per le confer-
me sperimentali che ne sono state trovate. Esse saranno illustrate nei pa-
ragrafi successivi, limitandoci ora ad alcune osservazioni preliminari.

I Principi della Relativita sono coerenti con il fatto che la velocita
della luce nel vuoto appare sperimentalmente anche come una velocita
limite. Se si ammette che esista in Natura una velocita massima per la
trasmissione di qualsiasi segnale (e quindi di energia e quantita di moto),
allora il modulo di tale velocita deve essere lo stesso in ogni riferimento
inerziale; altrimenti i sistemi inerziali sarebbero distinguibili e quindi
non equivalenti. Cio ¢ ampiamente confermato sperimentalmente: in
tutti i sistemi inerziali la luce (nel vuoto) ha la stessa velocita (in modu-
lo). Essa risulta anche indipendente dal luogo e dalla direzione in cui
viene misurata ed ¢ quindi una costante fondamentale della Natura. Il
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Vv = cost

o—>

base di volo
traguardi
FIGURA 15-1

Schema semplificato di una base
di volo

L AV
a = cost v = cost
Q= | || Q>
[
acceleratore base di volo
FIGURA 15-2

Un elettrone viene prima
accelerato, e poi lasciato libero
di muoversi a velocita costante.

TABELLA 15-1
Dati sperimentali di un
esperimento con elettroni.

suo valore, ¢ ~ 3 -10% m/s, & oggi noto con enorme precisione. Il fatto
che ogni osservatore inerziale misuri lo stesso valore di ¢ implica che
la velocita della luce non dipenda nemmeno dalla velocita della sorgen-
te, che ha valori diversi a seconda del sistema di riferimento.

Il secondo Principio di Einstein contrasta fortemente con la nostra
esperienza quotidiana sui moti relativi, la cui sintesi analitica ¢ ben rap-
presentata dalla legge classica di trasformazione delle velocita. Siamo
tuttavia costretti ad ammettere che tale legge (nonché le proprieta dello
spazio e del tempo su cui essa si fonda) non sia rigorosamente valida, pur
potendo costituire una buona approssimazione in casi particolari, cioe
quando le velocita in gioco sono piccole rispetto a c.

15-2 La velocita limite

Abbiamo gia sottolineato che numerosi esperimenti suggeriscono che c sia
il limite superiore alla velocita di qualsiasi corpo: in altre parole, si ritiene
che ¢ rappresenti la massima velocita con cui si puo inviare un segnale fi-
sico, sia attraverso una particella sia attraverso un’onda elettromagnetica.

Un modo concettualmente semplice per verificare cio ¢ quello di mi-
surare un tempo di volo: si tratta di accelerare un corpo, fino a che esso
raggiunga una certa velocita, per poi lasciarlo muovere di moto rettilineo
e uniforme su un percorso (base di volo) di lunghezza nota [, delimitato
da due traguardi (fig. 15-1). Il rapporto fra [ e il tempo At impiegato a
percorrere la base di volo fornisce il valore (del modulo) della velocita.

Imprimere a corpi macroscopici velocita elevate (= ¢) risulta pratica-
mente impossibile; per una particella elementare, invece, per esempio un
elettrone, cio puo essere facilmente realizzato per mezzo di un accelera-
tore di particelle (fig. 15-2). La carica della particella e la differenza di
potenziale ai capi dell’acceleratore (che generalmente puo essere variata
a piacere, entro certi limiti costruttivi) definiscono univocamente ’ener-
gia cinetica K della particella all’uscita dell’acceleratore stesso. Misuran-
do successivamente il tempo di volo, si dispone di due informazioni spe-
rimentali indipendenti, che dovrebbero risultare consistenti, se analizzate
correttamente:

i) dalla misura dell’energia cinetica K si puo dedurre la velocita, utiliz-
zando la relazione classica v = /2K /m;

il) le determinazioni di / e At permettono di misurare la stessa velocita
mediante la relazione v = [/At, che fa uso diretto della definizione
stessa di velocita (media).

Un esperimento di tal genere, effettuato nel 1963 da W. Bertozzi con
elettroni, utilizzando una base di volo di 8,4 m, ha dato i risultati sinte-
tizzati in tabella 15-1.

v =2K/m v, =1/At V2 e

(MeV) (107%) (108 m/s) (108 m/s)
05 ) 419 2,60 0,87
1.0 308 5,94 2T 091
15 292 7.8 2.88 0,96
45 28,4 12,6 2.96 0,99
15.0 28,0 23.0 ~ 3,00 ~1,00
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FIGURA 15-3
La velocita non cresce come
previsto classicamente.

FIGURA 15-4
Due sistemi inerziali, in moto con
velocita relativa v*.

La tabella mostra con chiarezza due punti:

i) le velocita v, misurate attraverso il tempo di volo non sono mai su-
periori a c;
ii) le velocita v1 sono inconsistenti con le precedenti.

Poiché i valori dell’energia possono essere controllati in altri modi indi-
pendenti, e risultano corretti, se ne deduce che la relazione fra energia
cinetica e velocita non puo essere quella della meccanica classica: o la
relazione K = (1/2)m2? cessa di valere a velocita elevate, oppure il va-
lore di m deve cambiare con la velocita.

Per il momento ci interessa sottolineare che la dipendenza lineare fra
quadrato della velocita ed energia cinetica, prevista classicamente, non
comporterebbe limiti per la velocita dei corpi, come si puo osservare dal-
la curva in grigio nella figura 15-3. E un fatto sperimentale, invece, che le
velocita crescono piut lentamente di quanto previsto da tale relazione, e
al pill possono raggiungere il valore ¢ (curva in colore di figura).

15-3 Spazio, tempo e sistemi di riferimento

15-3-1 Osservatori € procedure di misurazione

Prima di esaminare le conseguenze dei due Principi di Einstein, ¢ oppor-
tuno precisare alcune convenzioni frequentemente utilizzate nel seguito
di questo capitolo. I problemi affrontati riguarderanno lo studio di un
qualche fenomeno fisico, osservato da due diversi sistemi di riferimento
S e S’ entrambi inerziali. Si trattera di confrontare i valori delle grandez-
ze fisiche coinvolte, ottenuti da opportune misurazioni realizzate separa-
tamente in ciascuno dei due riferimenti inerziali. I fenomeni sono consi-
derati come successione di eventi correlati, ciascuno dei quali ¢ caratte-
rizzato dal fatto di avvenire in un certo punto dello spazio e in un certo
istante temporale.

Il moto relativo di due sistemi di riferimento inerziali ¢ di traslazione
rettilinea uniforme; denotiamo con v* la corrispondente velocita di tra-
scinamento costante. Non si perde di generalita assumendo, per sempli-
cita, che le terne cartesiane ortogonali associate a tali sistemi abbiano gli
assi x e x’ coincidenti, e gli altri assi corrispondenti rispettivamente pa-
ralleli (fig. 15-4).

Ogni sistema di riferimento ¢ definito, oltre che da un insieme di cor-
pi fissi 'uno rispetto all’altro, da un certo numero di osservatori e da una
serie di regoli (tutti uguali fra loro) e di orologi (tutti sincronizzati fra lo-
ro). In linea di principio dobbiamo immaginare che, in ogni punto del
sistema considerato ove avviene una misurazione di lunghezza o di tem-
po, st trovi un osservatore dotato di uno di tali regoli e di uno di tali oro-
logi, fissi nel punto considerato. Per brevita chiameremo spesso questo
insieme di osservatori, fissi in un dato riferimento S, come 1’osservatore
(in/di) S, e analogamente per S'.

La calibrazione diretta dei regoli viene inizialmente eseguita affian-
candoli due a due in un dato luogo; in seguito, ciascuno di essi ¢ traspor-
tato nella posizione assegnata, ove poi restano fermi. Poiché nulla assi-
cura che, dopo il trasporto, due regoli originariamente uguali siano an-
cora tali, occorre eseguire una successiva verifica a distanza, utilizzando
la proprieta della luce di propagarsi (nel vuoto) con velocita costante c.
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i
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A B C D
FIGURA 15-5

Due regoli uguali in due luoghi
diversi.

FIGURA 15-6
Sincronizzazione degli orologi.

xa(0) xp(0)

FIGURA 15-7

Le posizioni degli estremi di un
regolo in moto, vanno individuate
contemporaneamente.

jC S'@ D v

S
fl— E

A B

FIGURA 15-8
Due basi di volo, in moto I'una
rispetto all’altra con velocita v*.

Con riferimento alla figura 15-5, nella quale i due regoli sono paralleli, si
tratta di misurare il tempo At impiegato da un raggio luminoso per an-
dare da A a B, e quello A#, impiegato da un altro raggio per andare da
C a D, verificando che At = Ab.

Cio richiede che gli orologi posti in A, B, C e D siano effettivamente
sincronizzati fra loro: la sincronizzazione puo essere fatta verificando,
nello stesso luogo, che segnino il tempo alla stessa maniera. Dopo averli
trasportati ciascuno nel proprio posto di lavoro, dove rimarranno fermi,
occorre controllare che essi continuino a essere sincronizzati. Anche in
questo caso, la verifica puo essere effettuata utilizzando la proprieta di
invarianza della velocita della luce. Con riferimento alla figura 15-6, se
uno degli orologi si trova in A e l’altro in B, chiamiamo C il punto di
mezzo della loro congiungente. A un orario prefissato, per esempio
quando I’orologio in A segna le 12, un raggio luminoso viene inviato ver-
so il punto C; lo stesso avviene dal punto B, quando il corrispondente
orologio segna la stessa ora. Data I’'uguaglianza della velocita con cui i
due raggi si propagano, se essi arrivano contemporaneamente all’osser-
vatore in C, i due orologi sono sincronizzati.

Iterando queste procedure, che garantiscono il controllo delle opera-
zioni di confronto fra lunghezze e tempi, si possono avere a disposizione
tanti (infiniti) regoli uguali e tanti (infiniti) orologi fra loro sincronizzati.

Gli osservatori, i regoli e gli orologi vengono chiamati convenzional-
mente propri nel sistema di riferimento da essi definito.

Nel caso della misurazione di lunghezze, € necessario distinguere le
due situazioni in cui il regolo da misurare sia fermo o in moto, rispetto
agli osservatori che eseguono I'operazione. Se indichiamo con S’ un rife-
rimento rispetto al quale il regolo é fermo (fig. 15-7), la misura di lun-
ghezza in S, consistente nella determinazione delle posizioni occupate
dagli estremi A e B (che sono fermi), puo essere eseguita a qualsiasi
istante t'. Poiché invece le coordinate di A e B cambiano nel tempo ri-
spetto al sistema S (in cui il regolo ¢ in moto), le misurazioni delle loro
posizioni vanno fatte in S simultaneamente.

15-3-2 Necessita di una revisione dei concetti di spazio e di tempo

Consideriamo due sistemi di riferimento, S e S/, inizialmente fermi I'uno
rispetto all’altro, in ciascuno dei quali si trova una base di volo, disposta
parallelamente all’asse delle ascisse. Le basi di volo vengono confrontate
direttamente, essendo ferme I’'una rispetto all’altra, verificando che han-
no la stessa lunghezza. Per il Principio di Relativita, la lunghezza della
base ferma in S’ resta costante in S’ anche quando tale riferimento si
muove di moto traslatorio uniforme, con velocita v*, rispetto a S (fig.
15-8): quindi, le misure di AB (fatta in S) e di CD (fatta in S’) sono ugua-
li, indipendentemente dal moto relativo.

Cio0 ha rilevanza anche sulle misure degli intervalli temporali. Consi-
deriamo, infatti, la situazione in cui, per un osservatore in S, ad esempio
posto in A, la base di volo CD si muova da sinistra verso destra, con ve-
locita costante v*, transitando a un certo istante davanti alla base di volo
AB. Supponiamo che, nell’istante in cui il punto C ha la stessa ascissa di
A, l'osservatore in S faccia partire da A un raggio luminoso verso B, e
quello in S’ un raggio da C verso D. La misura in S del tempo impiegato
dal primo raggio per arrivare in B ¢ At = AB/c. Analogamente, un os-
servatore nel sistema S’ che misuri il tempo di volo del secondo raggio
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FIGURA 15-9

Durante il tempo di volo la base
di volo si sposta.

FIGURA 15-10

Due regoli trasversali, misurati
uguali da fermi, lo sono anche
se in moto relativo.

nel tratto CD ne ricava il valore At = CD/c, in quanto anche per lui la
velocita della luce ¢ c. Poiché le lunghezze delle due basi di volo sono
uguali per i due osservatori, ne segue At = At'.

Finché dunque ciascun osservatore misura grandezze proprie, cio¢
relative a corpi fermi rispetto al suo riferimento, i risultati ottenuti
(per oggetti uguali) sono gli stessi.

Diversamente vanno le cose quando i corpi coinvolti nella misurazio-
ne sono in moto rispetto all’osservatore. Nel caso del raggio luminoso
che, nel sistema S’ si propaga da C a D, 'osservatore S «vede» il raggio
luminoso partire da C e, con velocita finita ¢, rincorrere il secondo tra-
guardo D, che si sta allontanando con velocita v*. Quando il raggio rag-
giunge D, quest’ultimo non si trova pill in corrispondenza del traguardo
B, ma un po’ piu a destra (fig. 15-9). Dunque, per I'osservatore in S, a
causa del moto della base di volo CD, il raggio percorre un cammino
di lunghezza AE > AB; stante la costanza della velocita della luce, il
tempo da esso impiegato dovra essere maggiore di At.

Sintetizzando questa prima discussione semiqualitativa, I'intervallo
temporale fra gli stessi due eventi (partenza del raggio da C; arrivo
del raggio in D) risulta (dalle misurazioni) avere valori diversi per gli os-
servatori di S e di S: cid0 comporta, almeno, una riconsiderazione del
concetto di tempo assoluto. Tenendo conto tuttavia della possibilita di
misurare lunghezze mediante misure di tempi, possiamo aspettarci che
anche il carattere assoluto dello spazio vada rimesso in discussione.

Per ora ci limitiamo ad ammettere che il risultato di una misurazione
(cioe, la misura) di un intervallo temporale o spaziale possa essere diver-
so se effettuato da osservatori (pur inerziali) diversi. Nel seguito vedre-
mo come cio sia comprensibile sulla base di un’analisi critica dei concetti
di simultaneita, di tempo e di spazio, che tenga presente I’esigenza di de-
finire ogni grandezza fisica per via operativa, cio¢ attraverso le operazio-
ni che servono a misurarla. La discussione fara un uso essenziale dei due
Principi di Einstein, e cio permettera di sottolineare che l'insorgere di
alcuni effetti non comuni ¢ legato direttamente all’accettazione di tali
Principi.

15-3-3 Moto relativo e lunghezze trasversali

Consideriamo due regoli, le cui lunghezze, confrontate quando essi era-
no fermi I'uno rispetto all’altro, sono risultate uguali: L = L'. Il primo ¢
fermo nel sistema di riferimento S ed ¢ disposto perpendicolarmente ri-
spetto a v¥, per esempio lungo I’asse y e con un estremo nell’origine (fig.
15-10). Analogamente, I’altro regolo, fisso in S/, & disposto lungo I’asse
y’. Vogliamo dimostrare che anche quando i due regoli siano in moto
I'uno rispetto all’altro, le due lunghezze devono restare uguali per en-
trambi gli osservatori.

La situazione ¢ perfettamente simmetrica per entrambi gli osservato-
ri, ciascuno dei quali vede il regolo dell’altro avvicinarsi al proprio con
velocita costante. Cio permette di fare una semplice verifica sperimenta-
le. Si puo fare in modo che nell’istante in cui i due regoli si incrociano,
ciascuno di essi possa lasciare un segno dei suoi estremi sull’altro regolo,
per esempio con un pennino. Se su uno di essi (per esempio quello di S)
restasse un segno, entrambi gli osservatori concluderebbero che L > L/,
e viceversa se cio accadesse per quello di §'. In ambedue i casi, nonostan-
te la perfetta simmetria della situazione considerata, i due sistemi di ri-

Copyright 2003
ALMA MATER STUDIORUM - Univeritadi Bologna

" Capitolo 15"

Autore
MASSA IGNAZIO GIACOMO

Corso di
FISICA MODERNA LS

Facoltadi Ingegneria
Tipo di Materiale Dispense

A.A. 2008




PROGETTO

PRESIDENZA DI

Facolta di

ALMA MATER STUDIORUM

,{:i
o
9
o
-
o
kS
o
§
5l
©
4
N
>
&
el

UNIVERSITA DI BOLOGNA

“e-Learning”

INGEGNERIA

Ingegneria

ISBN 88-408-0963-5

15-4 SIMULTANEITA 589

| =G =1

A G B

FIGURA 15-11
Definizione di eventi simultanei.
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FIGURA 15-12

Coppie di raggi luminosi che
partono dai punti di mezzo
delle basi di volo.
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FIGURA 15-13

Durante il tempo di volo, la base
di volo CD si sposta rispetto

al riferimento S.

ferimento non sarebbero equivalenti, contrariamente a quanto espresso
dal Principio di Relativita. Per tale Principio ¢ necessario quindi che le
due lunghezze risultino uguali per ambedue gli osservatori.

Registriamo cosl questo risultato, apparentemente ovvio per noi: i
due regoli che, misurati da fermi, avevano la stessa lunghezza, sono mi-
surati ancora uguali da ambedue gli osservatori anche quando sono in
moto relativo, se sono disposti perpendicolarmente rispetto alla direzio-
ne di tale moto.

15-4 Simultaneita

Esaminiamo il concetto di simultaneita di due eventi, cio¢ il significato
dell’affermazione che due eventi (che hanno luogo in posizioni general-
mente diverse) avvengano allo stesso istante.

Abbiamo mostrato che la verifica della sincronizzazione di due oro-
logi, posti in luoghi diversi, e in quiete in un dato sistema di riferimento,
puo essere effettuata mediante la procedura, illustrata nella figura 15-11
(o nel par. 15-3-2), che consiste nell’inviare contemporaneamente due
raggi di luce da essi verso il loro punto di mezzo. Questo sistema & pro-
prio quello che viene utilizzato per sincronizzare gli orologi atomici di-
stribuiti sulla Terra, i quali permettono di misurare intervalli di tempo
con precisione relativa di una parte su 10'3 (si valuti anche con attenzio-
ne il fatto che, se due orologi sono posti a distanza di soli 30 cm, un se-
gnale luminoso impiega 10~ s = 1 ns per andare dall’'uno all’altro; un
tempo gia largamente apprezzabile con semplici orologi elettronici).

La stessa procedura puo essere utilizzata in ogni sistema di riferimen-
to per definire la simultaneita. Consideriamo due eventi che avvengono
nei punti A e B della figura 15-11 e supponiamo che, negli istanti in cui
ciascuno di essi avviene, venga inviato un raggio di luce verso il punto C
(che si trova a meta del segmento AB). Se i due raggi raggiungono C
contemporaneamente, allora gli eventi originari sono definiti simultanei.

Come mostrato nel seguito, questa definizione operativa di simulta-
neita comporta che tale concetto non abbia un significato assoluto, in
contrasto con quanto viene acriticamente dato per scontato dalla grande
maggioranza delle persone: ¢ difficile convincersi che due eventi, simul-
tanei per un osservatore a terra, possano non esserlo per un osservatore
che si trova su un treno in corsa, O viceversa.

Consideriamo dunque le solite due basi di volo identiche (da ferme),
situate in due sistemi S e §', in moto relativo con velocita costante v* (fig.
15-12). Nell’istante in cui il punto F passa davanti al punto E, due raggi
luminosi vengono fatti partire da E verso A e C; analogamente, due rag-
gi partono da F, per raggiungere C e D.

Per I'osservatore che si trova in S, i due eventi, «arrivo del raggio in
A» e «arrivo del raggio in B», sono simultanei; allo stesso modo, per l’os-
servatore di S', sono simultanei gli eventi costituiti dagli arrivi dei raggi lu-
minosi in C e in D.

Quest’ultima affermazione non puo essere condivisa dall’osservatore
di S. Egli vede il traguardo C che va incontro al raggio, muovendosi con
velocita v*, e nello stesso tempo vede il traguardo D fuggire dal secondo
raggio, con la stessa velocita v* (come illustrato in fig. 15-13). Per I’osser-
vatore in S, il primo raggio arriva in C prima dell’arrivo del secondo rag-
gio in D (e non contemporaneamente).

E in effetti, mediante i suoi orologi, egli ¢ in grado di misurare I'in-
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Esempio 15-1

tervallo temporale At fra tali eventi: indicata con Ax la differenza delle
ascisse dei punti in cui essi hanno luogo si trova, come mostrato nell’e-
sempio 15-1,

*

v
At=—5Ax  (Ax'#0, Af'=0) (15-3)

dove le relazioni Ax’ # 0 e At' = 0 mettono in evidenza che, per 'os-
servatore S, i due eventi avvengono in luoghi diversi, e contemporanea-
mente.

Gli stessi due eventi sono quindi simultanei per un osservatore e non
simultanei per un altro: il concetto di simultaneita ¢ relativo.

Determinare la relazione che intercorre fra I'intervallo temporale e I'inter-
vallo spaziale misurati nel sistema di riferimento S fra gli eventi discussi
nel testo: arrivo in C e in D dei segnali emessi da F.

Nel sistema S i punti C e D si muovono verso destra con velocita v = v i,
mentre i raggi luminosi 1 e 2 inviati da F verso C e D si muovono con velo-
cita —ci e +ci, rispettivamente. Le corrispondenti equazioni del moto sono
quindi
xc(t) =xc(0) +vt;  xp(t) =xp(0) + vt
x1(t) = xp(0) — ct; X5 (t) = xp(0) + ct.
I segnali arrivano in C e D agli istanti #; e #,, rispettivamente determinati da
xl(tl) — XC(ZI) € xZ(Zz) — XD(l‘g).

Denotata con L la lunghezza in S del segmento che ha gli estremi nelle po-
sizioni occupate da C e D all’istante iniziale, si ha
xp(0) — xc(0) ks ~ xp(0) —xr(0) L

h= c+v T 2(c+v)’ 2 c—v C 2c—v)

I due eventi non sono percio simultanei in S e fra loro intercorre I'intervallo
di tempo

At=1t—t; = Lv/(c® —1?).

Draltra parte le coordinate spaziali degli eventi considerati sono, rispettiva-
mente,

X1 :xl(tl) :xF(O) —Ccl € X3 :)Cz(l‘z) :xF(O) +cty,

cui corrisponde la differenza Ax =x; —x; = c(t + 1) = Lc? /(2 —v?).
Confrontando le espressioni trovate per At e per Ax, si ricava la relazione

cercata:

v

At =—Ax.
=

Naturalmente, un’analoga situazione si presenta anche per quanto ri-
guarda i due transiti in A e B visti dall’osservatore di S’. Ripetendo I’a-
nalisi precedente si trova infatti in questo caso (in cui la base ferma in S
si muove con velocita —v* rispetto a S')

At = —%Ax’ (Ax #0, Ar=0).
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FIGURA 15-:14

Tragitto del raggio luminoso, nel
riferimento proprio di sorgente e
rivelatore.

X X2

FIGURA 15-15
Tragitto del raggio luminoso visto
da S.

La relativita del concetto di simultaneita costituisce un punto centrale
della teoria della Relativita e ha conseguenze di estremo rilievo. Innan-
zitutto, dal punto di vista formale, essa implica che la legge di trasforma-
zione per le coordinate temporali, per essere consistente con i risultati
(15-3), vada radicalmente cambiata rispetto a quella di Galileo e coinvol-
ga anche le coordinate spaziali. Inoltre, ci si puo aspettare che il venire
meno del carattere assoluto di tale concetto possa influenzare anche le
relazioni fra i risultati delle misurazioni diretta di lunghezze a opera di
diversi osservatori, per le quali abbiamo gia sottolineato il ruolo essen-
ziale della simultaneita nella determinazione delle coordinate spaziali in-
teressate. Nelle misure indirette, tramite misurazioni di tempi, sara inol-
tre importante la cosidetta dilatazione dei tempi, che discuteremo nel pa-
ragrafo successivo.

15-5 Dilatazione del tempo

Questa famosa conseguenza dei Principi della Relativita puo essere illu-
strata in modo molto semplice, considerando la situazione schematizzata
in figura 15-14. Una sorgente Sy emette (ad esempio a intermittenza) se-
gnali luminosi che, riflessi da uno specchio M, ritornano al punto di par-
tenza ove fanno scattare un opportuno rivelatore R.

Esaminiamo le descrizioni che di questo processo possono essere for-
nite da due osservatori S e S’ in moto relativo fra loro con velocita v*,
che misurino con i loro orologi il tempo impiegato da un raggio di luce
nel tragitto di andata e ritorno.

Supponiamo che il dispositivo in questione sia fermo nel sistema di
riferimento S’ e posizionato come indicato in figura 15-14, cioé perpen-
dicolarmente alla direzione di v*. Sia L' la distanza propria fra S ¢ M.
Fissiamo I’attenzione sugli eventi costituiti dall’emissione di un raggio lu-
minoso da Sy e dalla rivelazione del raggio riflesso ad opera di R. In §'
fra questi eventi intercorre (ed ¢ misurato) un intervallo di tempo

Per tale osservatore, i due eventi (emissione da Sy e ricezione in R) av-
vengono nello stesso punto (xj =x5) e si puo considerare la predetta
misura come quella dell’intervallo di tempo proprio dei due eventi (da
cui il pedice p); essa puo essere effettuata utilizzando un solo orologio
(di ') posto in tale punto.

Per l'osservatore di S la situazione ¢ invece quella illustrata in figura
15-15: mentre il raggio luminoso si propaga (con velocita finita!), sorgen-
te, specchio e rivelatore traslano tutti con velocita v*. Di conseguenza, i
due eventi gia citati avvengono in due punti diversi: x; # x,. La distanza
(spaziale) fra questi due punti &

Xy —x1 = VAt

ove At ¢ l'intervallo temporale che si misura in S fra i due eventi.
Come mostrato in dettaglio nell’esempio 15-2, cio comporta che I'in-
tervallo At misurato in S ¢ legato a Atp dalla relazione

At=vAt, (15-5)
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Esempio 15-2
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FIGURA 15-16

Un orologio in moto ritarda rispetto
a un insieme di orologi fissi
sincronizzati.

ove si ¢ posto
*

1 1 v
- - >1); B=— (0<B<1). (156
g \/ SR > (v=1) - ). (15-6)
I-—
C
L’intervallo temporale fra i due eventi risulta quindi piu lungo per 'os-
servatore S che per l'osservatore (proprio) S': ¢ dilatato del fattore ~.

Dimostrare la relazione 15-5.

Nel sistema S la luce (figura 15-15) percorre un tratto di lunghezza

2 . 2
21:2\/<x22;x1) +L2=2\/<”2At> 412,

ove si € indicato con L la distanza che si misura in S fra S, e M. Poiché essa si
riferisce a una lunghezza perpendicolare al moto relativo, per quanto discus-
so nel paragrafo 15-3-3 risulta L = L'. Si ha quindi:

25— o A 412
At=—== L? AN = B (AD? !
t = C<2)+ = (A1) ,B(l)-‘rcz
Risolvendo per At, si ha dunque (essendo L = L)
4r? 1
2 _ e 2.2
(At) - 21— 52 7 (Atp) v

Ne segue la (15-5), dato che in ogni riferimento il segnale arriva dopo
che ¢ stato emesso.

Per comprendere appieno le implicazioni del risultato ottenuto, ¢ oppor-
tuno meditare sul fatto che esso si riferisce al confronto fra le misure di
tempo effettuate nel riferimento proprio S’ da un unico orologio posto in
una definita posizione, e nel riferimento S da due orologi che si trovano
in posizioni diverse. Denotati tali orologi con Op, O € O; rispettivamen-
te, possiamo anche interpretare il predetto risultato in termini del «com-
portamento» dell’orologio Oy, in moto rispetto a S, rispetto agli orologi
(fermi) in tale riferimento (quali O; € O). Il confronto delle «letture» di
Oy € di quella dei vari orologi di S fermi nelle varie posizioni via via oc-
cupate da Oy in S ¢ illustrato in figura 15-16: l'orologio in moto ritarda
rispetto agli orologi di S.

Quindi, per l'osservatore in S, il tempo nel sistema di riferimento S’
appare scorrere piu lentamente che nel proprio sistema. Questo proces-
so di rallentamento dello scorrere del tempo, che si osserva nel sistema
non proprio, deve riguardare ogni fenomeno naturale. Dunque, rallenta
la frequenza del battito del polso di una persona, la velocita dei processi
del pensiero, la crescita delle piante, I'invecchiamento degli esseri uma-
ni, I’avanzare di una malattia, ecc.

L’esame di una situazione simmetrica in cui si effettui un confronto
fra il comportamento di un dato orologio di S con quelli di S’ porterebbe
alla conclusione che, per I'osservatore §', sono gli orologi del sistema S
quelli che ritardano.
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Esempio 15-3

La contraddizione ¢ solo apparente: in realta, i due osservatori concor-
dano sul fatto che, quello che ritarda, ¢ il singolo orologio in moto che
viene confrontato con due (o piu) orologi fissi. Analiticamente:

At=~vAt" per Ax' =0

15-7
At'=~vAt per Ax=0. (1>7)

Possiamo cercare di immaginare una situazione nella quale ’orologio in
moto possa essere confrontato con un solo orologio in quiete: cio richie-
de, evidentemente che il primo dei due torni indietro, invertendo il moto
oppure facendo una traiettoria curva (chiusa). Per far cio, il riferimento
proprio del primo orologio dovrebbe subire, almeno in una fase del mo-
to, una qualche accelerazione (cio€ non sarebbe costantemente inerzia-
le). Salterebbe quindi la necessita dell’equivalenza fra i sistemi di riferi-
mento propri dei due orologi, dimodoché essi potrebbero segnare effet-
tivamente tempi diversi al momento del confronto nello stesso luogo.
Esperimenti di tal genere sono stati realizzati misurando la vita media
di particelle elementari con acceleratori, oppure confrontando due oro-
logi atomici, uno dei quali fermo a terra e I’altro portato ad alta velocita
su un aereo supersonico a fare un giro della Terra. In tutti i casi si € os-
servato sperimentalmente che I’orologio posto nel sistema di riferimento
non inerziale ¢ risultato effettivamente in ritardo rispetto all’altro.

Paradosso dei gemelli. Due gemelli, giunti all’eta di 20 anni, litigano furiosa-
mente, tanto che uno dei due si imbarca su un’astronave e se ne va. Suppo-
niamo che I’astronave viaggi alla (non realistica) velocita di (12/13)c, lungo
una traiettoria rettilinea; successivamente il fuggiasco, pentito, inverte istan-
taneamente il verso della velocita, e torna a casa dopo che sulla Terra sono
passati 52 anni. Come apparira al fratello?

11 gemello rimasto sulla Terra avra compiuto 72 anni. Conoscendo la velocita
con cui laltro ha viaggiato, egli puo valutare il fattore relativistico
v=1/4/1-122/132 =26 (sia per il viaggio di andata che per il ritorno),
calcolando che sull’astronave il viaggio sia durato 20 anni: cosi egli si aspetta
di incontrare un quarantenne! Dobbiamo pensare che l’astronauta, a sua
volta, si attenda di trovare invece piu giovane il fratello rimasto a Terra,
creando quindi le condizioni per un eclatante paradosso? Evidentemente
no, in quanto egli € vissuto in un sistema di riferimento non inerziale, come
una particella in un acceleratore: & proprio lui a presentarsi piu giovane al-
I’appuntamento. L’unico aspetto paradossale, che chi utilizza questo esem-
pio dovrebbe mettere in evidenza, consiste nell’attribuire all’astronauta
una scarsa conoscenza della Fisica, con un conseguente uso improprio delle
relazioni relativistiche. Nelle nostre esperienze quotidiane effetti di questo
tipo sono sempre trascurabili, in quanto v ha valore praticamente uguale a
1 nel mondo macroscopico.

15-5-1 Verifiche sperimentali

La verifica sperimentale piu nota dell’effetto di dilatazione del tempo
consiste nella misurazione della vita media dei muoni. Si tratta di parti-
celle instabili, che hanno origine dall’interazione dei raggi cosmici con
latmosfera, dopodiché si disintegrano spontaneamente, decadendo in
un elettrone e due neutrini.

Copyright 2003
ALMA MATER STUDIORUM - Univeritadi Bologna

" Capitolo 15"
A.A. 2008

Autore
MASSA IGNAZIO GIACOMO

Corso di
FISICA MODERNA LS

Facoltadi Ingegneria
Tipo di Materiale Dispense




PROGETTO

PRESIDENZA DI

Facolta di

ALMA MATER STUDIORUM

j:i
o
<
5.
o
kS
o
E
5l
©
4
g
&
=

UNIVERSITA DI BOLOGNA

“e-Learning”

INGEGNERIA

Ingegneria

594  cap 15 ELEMENTI DI MECCANICA RELATIVISTICA ISBN 88-408-0963-5
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4500 m

N(?)

FIGURA 15-17

Misura del numero di decadimenti
dei muoni della radiazione
cosmica.

FIGURA 15-18
Percorso longitudinale del raggio
luminoso, nel riferimento proprio
della base CD.

Il processo di decadimento segue la legge descritta nel paragrafo 1-16,
per cui il numero di muoni sopravvissuti agli Ny iniziali, dopo un tempo
t, € dato da:

N(t) = Ny exp (- £> . (15-8)

La vita media dei muoni ¢ stata misurata nel sistema di riferimento in cui
essi sono-a riposo (cioe nel sistema proprio): essa risulta di circa 2,2 ps.

I muoni dei raggi cosmici si muovono, rispetto a un osservatore ter-
restre, a una velocita altissima, dell’ordine di 0,995 ¢. Cio permette di ve-
rificare sperimentalmente se la vita media dei muoni viene influenzata o
no dall’effetto relativistico di dilatazione del tempo.

Supponendo, per semplicita, di avere un flusso di 1000 muoni all’ora, a
4500 m di quota (attraverso una data superficie dirivelazione), quanti con-
teggi all’ora ci dobbiamo aspettare al livello del mare? Da un punto di vista
classico, ci basta utilizzare la relazione (15-8), tenendo conto che il tempo
impiegato dai muoni per percorrere 4500 m € di 15 ps. In corrispondenza,
si prevede un numero di muoni sopravvissuti (all’ora) uguale a

N(At) = Ny exp (— 21—52> ~ 107Ny = 1.
Le misure sperimentali, al livello del mare, dopo essere state corrette per
tener conto dei muoni prodotti al di sotto dei 4500 m, indicano flussi
molto piu elevati di quello appena calcolato, come peraltro atteso dal-
Ieffetto di dilatazione temporale della vita media 7. Dobbiamo infatti
aspettarci che 7 risulti dilatata di un fattore

1 1

= \/ v2 /1-09952

Tkl en
%

rispetto alla vita media a riposo considerata nella precedente valutazio-

ne. Cio comporta che il numero di muoni che raggiungono il livello del

mare, in un’ora, dovrebbe essere:

N(At) =Ny exp<—g> ~ 0,5Ny = 500.

I risultati sperimentali confermano esattamente quanto previsto sulla ba-
se degli effetti relativistici. Com’¢ evidente, misurazioni di questo tipo si
prestano bene per la verifica di tali effetti, in quanto il fattore di dilata-
zione ~y ¢ particolarmente grande.

15-6 Contrazione delle lunghezze

Un altro aspetto particolarmente importante della cinematica relativisti-
ca ¢ il fenomeno della contrazione delle lunghezze, strettamente connes-
so alla dilatazione dei tempi, in seguito all’invarianza della velocita della
luce nel vuoto.

Per mostrare tale legame, esaminiamo nei due sistemi di riferimento
S e §, la situazione rappresentata nelle figure 15-18 e 15-19. La sorgente,
lo specchio e il rivelatore gia considerati nei paragrafi precedenti, si tro-
vano in quiete in S’ in una configurazione parallela alla direzione del mo-
to di §' rispetto a S.
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(@) >
S v¥
H ==l
g :
O >
FIGURA 15-19

Due istantanee del raggio e della
base CD, in moto nel riferimento
S.

Esempio 15-4

Nell’istante in cui ’estremo C transita davanti all’origine O di S, un rag-
gio luminoso viene emesso nella direzione di D, per essere poi riflesso e
tornare in C. Per l'osservatore in S', I'intervallo di tempo (proprio) fra
questi due eventi ¢, come noto,

bt~ 2L
Atp = T == P

c

nella quale L' = L, rappresenta la lunghezza propria (in S') del disposi-
tivo (il segmento AC). Come noto, per I'osservatore in S Iintervallo
temporale (non proprio) fra gli stessi due eventi risulta invece
At = yAt,. Un’analisi della misura condotta in S, per la quale rimandia-
mo all’esempio 15-4, mostra che la lunghezza L della base CD appare
contratta dello stesso fattore v; vale cioe la relazione

L:%:pr/l—ﬂz . (15-9)

Mostrare che I’analisi condotta da un osservatore in S del fenomeno illustra-
to in figura 15-19 mette in evidenza I’effetto di contrazione delle lunghezze.

Possiamo scrivere le leggi orarie che descrivono il moto del raggio, separa-
tamente nella fase di andata e in quella di ritorno. Per la prima, il tempo
At impiegato dal raggio per raggiungere il bordo D si calcola imponendo
l'uguaglianza delle coordinate del raggio e del punto D. Si ha cosi

{x(t) =xc(0) +ct

xp(t) = xp(0) +v*t cAn =v" At + [xp(0) - xc(0)].

E quindi, essendo la lunghezza in S, L = xp(0) — x¢(0),

cAt =vAu+L = Ah =

c—v*
Per il tragitto di ritorno, che inizia all’istante ¢*, si ha:
{x(t) =xp(0) —c(t —t*)

= XD(O) —cAb ZXC(O) +v' AL =
xc(t) = xc(t*) +o*(t—t*)

= 7)%(0) =x¢(0) cioe A =

= Abp 7 ot
c+v c+v

Il tempo totale impiegato dal raggio ¢ allora

L L 2¢ 2L
At = == ="
c—v*+c+7j* 2 — v+ ¢ 7
2L 2L 2L
La relazione At = yAt, implica quindi 772 =V = WTP, da cui ot-

teniamo infine
L
L= T" =Ly/1-p2.

Dunque, 'osservatore in S misura per le lunghezze «longitudinali» un valore
ridotto di un fattore 1/~ rispetto alla lunghezza propria.
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FIGURA 15-20
Al piano x’ = 0 di S’ corrisponde
il piano x = v*t di S.

Ancora una volta, un’espressione analoga puo essere scritta invertendo i
ruoli dei due osservatori rispetto alla lunghezza da misurare. Tenendo
presente che le misure delle ascisse degli estremi degli oggetti sono state
eseguite simultaneamente nel riferimento in cui essi sono in moto, si pos-
sono riassumere i risultati ottenuti nella forma seguente.

Ax = per At=0

Ax'
Z (15-10)
Ax =2 per Af =0
=

In margine all’analisi fatta € opportuno notare che una discussione del-
Peffettiva possibilita di osservare, o addirittura fotografare, una contra-
zione longitudinale di un corpo che si muova ad alta velocita, richiede di
tenere conto dei tempi impiegati dalla luce per arrivare dai vari punti
dell’oggetto all’osservatore (o alla macchina fotografica). Si puo dimo-
strare che in tal caso ’effetto osservabile non ¢ una contrazione bensi
una rotazione dell’oggetto studiato.

15-7 Relativita e trasformazioni di Lorentz

Uno degli obiettivi che ci eravamo posti ¢ quello di trovare nuove rela-
zioni di trasformazione fra sistemi inerziali, che sostituissero le trasfor-
mazioni di Galileo. Queste ultime ne dovrebbero risultare un caso par-
ticolare; al limite di velocita molto piccole rispetto a ¢. Alla luce delle di-
scussioni fatte nei paragrafi precedenti, ci aspettiamo che le nuove tra-
sformazioni siano consistenti con i risultati espressi dalle equazioni 15-
3, 15-7, 15-10 (relativita della simultaneita, dilatazione dei tempi e con-
trazione delle lunghezze).

Le trasformazioni delle coordinate spazio-temporali di un evento fi-
sico fra due sistemi di riferimento inerziali S e S, si possono dedurre dai
Principi della Relativita, assumendo che non esistano posizioni o direzio-
ni privilegiate nello spazio, né istanti privilegiati nel tempo. Cio implica
che le trasformazioni siano lineari: si puo vedere facilmente che la pre-
senza in esse di termini non lineari introdurrebbe una sostanziale diso-
mogeneita dello spazio e del tempo. Peraltro, la linearita delle trasfor-
mazioni assicura che la relazione (lineare), che descrive il moto rettilineo
uniforme, mantiene la sua forma passando da un sistema di riferimento
inerziale a un altro (come richiesto dal Principio di inerzia e dal Principio
di Relativita).

Esaminiamo il solito caso particolare in cui S e S’ hanno assi paralleli
e il loro moto relativo, caratterizzato dalla velocita v*, ha luogo lungo la
direzione comune degli assi x e x’. Allora, x’ puo dipendere solo da x e ¢,
e analogamente x solo da x’ e ¢'. Infatti, il piano x’ = 0 si muove in S con
velocita v* = v* i e quindi, per ogni y’ e z’, a x’ = 0 deve corrispondere
x =v*t (fig. 15-20); viceversa, per ogni y e z, a x =0 corrisponde
x' = —v*t’; quindi deve essere

X =v(x —v*t); x=~'(x' +v*t"). (15-11)

Utilizzando il Principio di Relativita, ¢ possibile dimostrare (esempio
15-5) che dev’essere v = ~'.
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Esempio 15-5

Dimostrare che i coefficienti v e v’ che figurano nelle relazioni (15-11) sono
uguali, utilizzando il Principio di Relativita e la corretta procedura di misu-
razione delle lunghezze.

Consideriamo, in maniera simmetrica, le situazioni in cui un regolo di lun-
ghezza a riposo Lg ¢ in quiete lungo I’asse x (x’) del sistema di riferimento
S (S') e si misura la sua lunghezza nel riferimento S’ (S). Come discusso in
dettaglio nel testo, tali misure si ottengono dalla registrazione simultanea
in §' (S) delle cordinate x'(x) degli estremi del regolo. E evidente che, per
le (15-9), le lunghezze misurate saranno, rispettivamente,

L= (Ax,)t’:cost - LO/’VI; L = (Ax) =Lo/7.

t=cost —

Per il Principio di Relativita le lunghezze L e L' devono essere uguali. Cio
impone che sia v = ~'.

Di conseguenza, si ottiene
X =~ —v't); x =y +vt’). (15-12)

Inoltre, con considerazioni puramente geometriche basate sulla coinci-
denza degli altri piani coordinati, ¢ facile verificare che y’ puo dipendere
solo da y, e 7’ solo da z. Con considerazioni analoghe a quelle del para-
grafo 15-3-3, si arriva alla conclusione che y =y’ e z = z/. Combinando
fra loro le due relazioni (15-12), con semplici passaggi algebrici si trova

t' =7t =x(1 = 1/)/v"], (15-13)
e analogamente

F =l + X (L= 1)) o]

Queste sono le relazioni di trasformazione per i tempi, che coinvolgono,
come anticipato, sia le coordinate spaziali sia quelle temporali.

Per determinare il valore del coefficiente -+, sfruttiamo il Secondo
Principio della Relativita, cioe la costanza della velocita della luce, utiliz-
zando un procedimento che porta anche alla legge di trasformazione del-
le componenti delle velocita, lungo la direzione del moto relativo. Utiliz-
zando le (15-12) e (15-13), si trova
dx’ ~(dx —v*dt) Uy — U
Y=g T @i = A=) 1= i1y

e analogamente

/

- —le y(dx' +ov*dt’) B vl 40
Tode y(de (1= 1/2)dx ) T (o) (1= 1/97)

Per un raggio di luce che si muove lungo I'asse x(=x'), dev’essere
vy = v, = c. Tenendo conto di cio, dalla (15-14) si ottiene

c=(c—v)/1-01-1/¥P)c/v)=1/y¥=1-0v?/P =1~

y=1/y/1-p% (15-15)
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Esempio 15-6

La scelta della radice positiva puo essere giustificata su basi fisiche, in
quanto fa si che, per v*/c < 1, si riottengano le trasformazioni di Galileo
(risultando in queste condizioni v = 1). Inserendo I'espressione di +y nel-
le (15-12) e (15-13), si trovano infine le trasformazioni di Lorentz:

x =~ +0*1) X =~(x —v*)

t:'y(t’—i—v—zx') ; t’z'y(t— UZ x) . (15-16)
C C

y=yhz=7¢ y=y7=z

In queste fondamentali relazioni, la coordinata spaziale x e quella tem-
porale ¢ entrano in modo simmetrico; spazio e tempo sono profonda-
mente legati. Per meglio evidenziare tale proprieta, si possono rendere
queste due coordinate dimensionalmente equivalenti, moltiplicando
quella temporale per la costante universale c; le trasformazioni di Lo-
rentz, riscritte in termini delle coordinate x,(ct),x’, (ct’), assumono la
forma:

x =[x+ Bet’)] x' =[x — B(ct)]
(ct)y=7l(ct!) + x5 o (ct') = [( 1) — Bx] . (15-17)
y=y5z=17 y=yi5z=17¢

Per verificare che le trasformazioni di Lorentz si riducono a quelle di

Galileo (15-1) nelle situazioni in cui la velocita v* sia piccola rispetto a

¢, basta ricordare che lim v = 1, per cui si ottiene, come richiesto,
v*—0

x=x +vt’ x'=%= %t
= 1 ; =t
y=y5z=7 yi=y; =12

15-7-1 Trasformazioni di velocita e accelerazioni
Sostituendo P’espressione di v nella (15-14), si ricava v/, =

trasformazioni delle altre componenti della velocita sono derivate nell’e-
sempio 15-6.

Determinare le leggi di trasformazione delle componenti trasverse della ve-
locita, estendendo il procedimento utilizzato nel testo.

Dalle trasformazioni di Lorentz, differenziando si trova:
i ’U* ! !
dt =~/(d17?dx>,dy =dy'edz=dz.

Quindi, per la componente y della velocita si ha:

oo dy _ Oy
Yoodet A[de— (v*/B)dx] (1 — w0t /c?)

La dimostrazione per la componente z ¢ del tutto analoga.
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Esempio 15-7

S'

v*

ey %1

v, =2-108m/s

FIGURA 15-21
Qual ¢é la velocita della particella
rispetto a S?

In definitiva, le nuove leggi di trasformazione per le velocita sono:

= v = =
o l—wvwr /Y 1=/ 1 — v/

2 Uy — V" o Uy/'y o = v/ (15-18)

0 vy v/
= ;’U =S % =5 -
L+vwrfc ' 1+ v/ 1+ 0%/

X

Si osservi che le relazioni inverse si ottengono scambiando le coordinate
(spaziali e temporali) dei due riferimenti e cambiando segno alla velocita
relativa.

E facile verificare che, per velocita piccole rispetto a ¢, si ritrovano
come caso particolare le leggi classiche di composizione delle velocita.

Supponiamo che il sistema S’ sia solidale con un razzo che viaggia alla velo-
citd v* = 2108 m/s, e che entro il razzo venga accelerata una particella, in
modo che essa viaggi (in S’) con velocita (parallela a v*, e con lo stesso ver-
s0) v’ =2-108 m/s (fig. 15-21). Confrontare i valori previsti per la velocita
della particella misurata da un osservatore in S, usando la legge classica di
composizione delle velocita, oppure la legge di trasformazione relativistica.

L’addizione classica delle velocita porta a prevedere per » un valore di
4-10% m/s, incompatibile con il secondo Principio della Relativitd. Usando
le trasformazioni relativistiche, si trova facilmente

8
Ux:wzﬁ.lofi m/s < c.
1_'_2~2 13
3-3

Secondo questa previsione, I'osservatore in S misura una velocita della par-
ticella inferiore a ¢, coerentemente con il ruolo di velocita limite giocato da c.

Dev’essere chiaro che le relazioni discusse si riferiscono alle velocita di
uno stesso corpo in due diversi sistemi di riferimento inerziali. Se invece
un dato osservatore misura le velocita v; e v, di due corpi 1 e 2 e ne vuo-
le trovare la velocita relativa v, egli deve semplicemente applicare la nota
legge di composizione vettoriale: v = v, — v;. Si rifletta tuttavia sul fatto
che, diversamente dal caso classico, in generale v non coincide con la ve-
locita di nessuno dei due corpi nel riferimento proprio dell’altro.

Le trasformazioni delle accelerazioni si ricavano con procedimenti
analoghi a quelli utilizzati per le velocita: il risultato ¢ riportato nelle re-
lazioni seguenti:

L= a /(1 - v, /)]
a, = ay,/ly(1 = 00/ A + (@ v, /) P (1 = v*v, /)]
L= a /Y1 =00 /) + (a0 /) [P (1 - vy /)]

Ovviamente, le trasformazioni inverse si ottengono scambiando le gran-
dezze in S con quelle in §' e v* con —v*.
E importante osservare che Paccelerazione non é invariante per le
trasformazioni di Lorentz, mentre lo ¢ per le trasformazioni di Galileo.
Concludiamo questo paragrafo riportando I’espressione assunta dalle
trasformazioni di Lorentz, nel caso piu generale in cui il moto relativo

a

a
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dei due sistemi di riferimento avvenga lungo una direzione arbitraria:

*

r’:r—v*t+(fy—1)v—2(v*-r—U*zt)
/U*

;o A4S ¢

=ty 2

15-8 Introduzione alla dinamica relativistica

Le leggi della Meccanica classica di Newton sono covarianti per trasfor-
mazioni di Galileo; d’altra parte, poiché le corrette leggi di trasformazio-
ne fra sistemi di riferimento inerziali sono quelle di Lorentz, ci si puo
aspettare

a) che le leggi della Meccanica debbano essere modificate rispetto a
quelle classiche, al fine di renderle covarianti per trasformazioni di
Lorentz;

b) che le nuove leggi si riconducano a quelle classiche, quando le velo-
cita in gioco sono molto piccole rispetto a quella della luce.

Poiché una trattazione completa della Dinamica relativistica non puo
rientrare nell’ambito di questo testo, ci limiteremo a presentare alcuni
aspetti della problematica ad essa relativa. Per illustrare il tipo di modi-
ficazioni che devono essere introdotte, seguiremo un approccio basato
sull’analisi di processi di urto, in sistemi isolati.

Nel capitolo 7 ¢ stato mostrato che in tali condizioni la quantita di
moto totale si conserva. D’altra parte, in una trattazione avanzata della
meccanica classica, tale principio (oltre a quello di conservazione dell’e-
nergia), puo essere messo in relazione con proprieta generali di omoge-
neita dello spazio (oltre a quello del tempo). E percio ragionevole assu-
mere che nella Meccanica relativistica valgano analoghi principi, in mo-
do che la legge di conservazione della quantita di moto per i sistemi isolati
mantenga il ruolo di una legge fondamentale della Fisica. In tal caso, per
il Principio di Relativita, essa dovra valere in ogni sistema di riferimento
inerziale ed essere covariante per trasformazioni di Lorentz.

Un’analisi dettagliata mostra che cid non avviene se si mantiene la
definizione classica di quantita di moto, q = m v, e che invece basta ride-
finire la quantita di moto come

fa=mv ), (1519)

affinché la conservazione della quantita di moto in un sistema di riferi-
mento inerziale implichi la conservazione in qualunque altro sistema
di riferimento inerziale.

Cio consente di mantenere valida, come nel caso classico, la relazione

dq
F= 4 (15-20)
ove F ¢ il risultante delle forze agenti.

Tutte le previsioni che si possono ottenere utilizzando le (15-19) e
(15-20), sono verificate dai risultati sperimentali relativi alla Dinamica
di particelle ad alta velocita, per esempio elettroni in campi elettrici o
magnetici costanti (come illustrato negli esempi 15-11 e 15-12). Dalla
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(15-20), in particolare, si puo dedurre (par. 15-9-1) un’espressione dell’e-
nergia cinetica perfettamente in accordo con i risultati sperimentali pre-
sentati nel paragrafo 15-2.

Come noto, uno degli aspetti caratteristici della Meccanica relativisti-
ca ¢ 'equivalenza massa-energia. Per introdurre in modo semplice tale
concetto, verra trattato (par. 15-9-2) un esempio di urto completamente
anelastico, facendo vedere che alla diminuzione di energia cinetica ¢ as-
sociato un aumento di massa del sistema, secondo la relazione

AK

Am = —
2

: (15-21)

Cio corrisponde alla conservazione dell’energia totale del sistema, defi-
nita attribuendo a ogni particella libera I’energia

E=~ymc*|. (15-22)

15-9 Energia

15-9-1 Energia cinetica

Le considerazione energetiche sviluppate in questo testo (a partire dal
capitolo 6) hanno preso le mosse dalla definizione di lavoro elementare
di una forza e dal teorema delle forze vive. In Meccanica relativistica
conviene seguire analogo procedimento, con le opportune generalizza-
zioni delle relazioni classiche. In particolare, si conserva la definizione
di lavoro elementare,

0L =F-dr

e si definisce la variazione di energia cinetica, subita da una particella,
come il corrispondente lavoro complessivo eseguito dalle forze (teorema
delle forze vive).

Tenuto conto della (15-19), si ha

_SL— _dgq _9-dq _ d¢
dK =08L=F-dr= 1 dr=dq-v= A Tmy (15-23)
Differenziando I'importante relazione
PE = (ymA)* = —(mA)?, (15-24)

dimostrata nell’esempio 15-8, si trova d¢* = 2(mc)2'y d~ che, previa so-
stituzione nella (15-23), permette di ottenere il legame di proporzionalita
fra la variazione elementare di K e quella corrispondente del fattore ~:

dK = mc*d~.

Integrando, a partire dalla situazione in cui v = 0 (y = 1), cui ¢ naturale
associare energia cinetica nulla, si trova infine I’energia cinetica relativi-
stica
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Esempio 15-8

Dimostrare che per una particella di massa m la quantitd g2 — (ymc)? non
dipende da v, ma solo da m, ed ¢ quindi una quantita invariante, cio¢ indi-
pendente dal sistema di riferimento inerziale.

Essendo q =~ mv si ha ¢*> = y?m?v?%; sottraendo la quantita omogenea
¥m?c?, e tenuto conto dell’espressione di y data dalla (15-6), si ottiene
P — PmiE = PmP 0 = P) = P,

Questo risultato mostra direttamente I'indipendenza dal sistema di riferi-
mento della quantita considerata. Moltiplicando per ¢? i membri della prece-
dente relazione, si ottiene la (15-24).

E interessante confrontare questa espressione con la corrispondente
classica. Occorre trovare un’espressione del fattore ~ nel limite classico
in cui § = v/c € molto minore di 1; mediante uno sviluppo in serie di po-
tenze di (2,

1
Uz v=

sostituendo nella (15-25) si ha

R WS
=(1—,32)%=1+%ﬂ2+( 2)2'( 2)ﬁ4+...,

1 3 3
Kgr z?mvz+§mc264+... EKC—|—§mc254+... (15-26)

E quindi evidente che, per velocita piccole rispetto a ¢, I’energia cinetica
si riconduce alla familiare espressione classica Kc = (1/2)mv?.

15-9-2 Energia a riposo e massa
Dall’espressione (15-25) si ottiene I’espressione della grandezza

E = ymc? = mc® + K, (15-27)
cui si da in Relativita il significato di energia totale (di una particella di

massa m e quantita di moto q). Essa ¢ la somma di due termini: 'energia
cinetica K, associata alla velocita della particella, e la quantita

Eo = mc® (15-28)

indipendente dal moto della particella, ma associata alla sua massa e det-
ta pertanto energia (di massa) a riposo della particella.

Si puo giustificare tale interpretazione discutendo un urto completa-
mente anelastico fra due particelle e mostrando che la conservazione
della quantita di moto totale e dell’energia totale sono consistenti con
la definizione (15-27) di energia: alla diminuzione dell’energia cinetica
totale, corrisponde un aumento nella somma delle energie a riposo
(15-28) delle particelle, cio¢ un aumento della massa totale del sistema.
Cio rappresenta un primo esempio di equivalenza massa-energia: la va-
riazione di energia interna (corrispondente, secondo la Meccanica classi-
ca, alla variazione di energia cinetica nell’urto) € interpretabile a tutti gli
effetti come una variazione di massa.
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15-9 Enercia 003

prima

OQR

FIGURA 15-22
Urto anelastico di due particelle
uguali, nel riferimento S'.

prima
ma. VB m
o—> Q
B A
dopo ”
M__ Vc=V
O
C
FIGURA 15-23

Lo stesso urto, nel riferimento S
in cui A & ferma.

Consideriamo infatti due particelle identiche A e B, di massa m, che, in
un dato sistema di riferimento S’, si muovono I’'una verso l’altra con ve-
locita uguali e opposte (lungo I'asse x’) e subiscono un urto completa-
mente anelastico, dando luogo alla formazione di un’unica particella C
(fig. 15-22).

Per la conservazione della quantita di moto, inizialmente nulla, dopo
I'urto il corpo C sara fermo in S'; in tale sistema di riferimento si osserva
quindi una diminuzione dell’energia cinetica totale, che passa dal valore
iniziale K’ = 2mc?(y — 1) a un valore finale nullo. Dimostriamo che tale
diminuzione ¢ collegata alla variazione di massa del sistema. Per deter-
minare la massa M del corpo C esaminiamo 1’urto in un altro sistema di
riferimento (fig. 15-23): quello (S) in cui la particella A ¢ ferma e I’asse
x(= x') ¢ diretto lungo la congiungente le due particelle. Essendo

Koo [ W /
V. =Vg = —Vyu,

mediante le trasformazioni delle velocita (15-18) si puo calcolare, per
ciascuna particella P, la parte scalare della velocita, in S:

! * ! * *
NS ) V5 + v 20
A ; 1 5B L= . _% =
Dy = Lt =0; v = o ¥ ; Ve =vg o =7
1+-—4 1+-2 T=Ei
c c c2

Ad esse corrispondono i rispettivi fattori yp =

1
dati da: \/1—,312,_ \/ v}

=1: _1+ﬂ2. i 1 = oveﬂ—@—*
’YA_ 77B_1_/327’yc_m_’y _C .

Il punto cruciale della nostra analisi sta nel fatto che anche in S si con-
serva la quantita di moto totale:

Qin =q5 +9g = qg = B M VB i = Qg = qc = Mcycvci
Risolvendo in M si ottiene:

Vi 2"

La massa della particella C formata nell’urto e piu grande della somma
delle masse dei corpi A e B.

Le implicazioni di questo risultato appaiono chiaramente se si torna a
considerare l'urto in S': in tale sistema di riferimento, lenergia totale dei
due corpi si conserva nell’'urto, mentre ’energia cinetica iniziale si tra-
sforma totalmente in (un aumento di) energia a riposo, con la formazio-
ne del corpo C (fermo in S’) di massa M¢ > 2m.

Infatti, essendo K|~ = 0, si ha

Mc =

2mc?
V-7

Eoc — (Eoa + EoB) = Mc? —2mc? = K\ + K

El. = Eoc = Mc* = =2mc® + K\ + Ky = E\\ + Eg

Si verifica facilmente che 1’energia si conserva anche nel sistema S.
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Esempio 15-9

15-9-3 Energia, massa e quantita di moto

Utilizzando la relazione (15-24) ¢ possibile stabilire un importante lega-
me fra Penergia E, 'energia (0 massa) a riposo E ¢ la quantita di moto
q di una particella libera. Infatti essa puo essere scritta nella forma

E? = (mc®)* + (qc)” = E} + (q¢)* (15-29)

che permette di calcolare I’energia totale di una particella di cui siano
note la massa e la quantita di moto.

Tenuto conto che E = mc? + K, dedurre le relazioni fra E, g e m, nei casi di
velocita molto piccole rispetto a ¢ (approssimazione classica) e di velocita
~ ¢ (approssimazione ultrarelativistica).

Sostituendo nella (15-29), si ottiene K? + 2Kmc? = g>c?. Nei casi in cui I’e-
nergia cinetica ¢ piccola rispetto all’energia a riposo, per esempio quando
v < ¢, si puo trascurare il termine quadratico in K, e fra energia cinetica e
quantita di moto si trova la relazione approssimata

2
q 2
K~—; = V2mK K < mc”),
| 4 ( )
identica a quella classica.
Nel caso opposto, di velocita molto elevate, in cui invece sia K > mc?, il
termine quadratico in K ¢ dominante rispetto a quello lineare e si ha K ~ gc;
nello stesso grado di approssimazione, si ha

E~K = qc (K > mc?). (15-30)

Una semplice relazione fra velocita, energia e quantita di moto si ottiene
dividendo membro a membro le equazioni (15-19) e (15-27):

2 c
V:qf;gz%, (15-31)

Essa mostra direttamente che, per v = ¢, energia e quantita di moto so-
no direttamente proporzionali, come visto nell’esempio precedente. Cio
permette di caratterizzare il moto delle particelle con la loro quantita di
moto q, ottenendo I’energia mediante la (15-29).

Dalle relazioni generali (15-29) e (15-31) si deduce anche che la ve-
locita di una particella di massa m € sempre inferiore a quella della luce
nel vuoto, e che essa tende (asintoticamente) a ¢ al tendere di m a zero.

15-9-4 Fotoni e particelle di massa nulla

I fenomeni relativi all’interazione fra luce e materia (per esempio I'effet-
to fotoelettrico), indicano che la luce puo essere considerata come costi-
tuita di fotoni, «quanti» di energia e impulso che si muovono con velo-
cita ¢ (nel vuoto). Sulla base delle precedenti considerazioni, i fotoni
possono quindi essere considerati come particelle di massa nulla, per le
quali

E =qc. (15-32)
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15-10 FORZA, ACCELERAZIONE E MASSA 0605

Per il Secondo Principio della Relativita, i fotoni si muovono con velo-
cita ¢ in ogni sistema di riferimento inerziale, cio¢ non esiste alcun siste-
ma di riferimento in cui essi siano a riposo: di conseguenza, I’energia a
riposo, e quindi anche la massa, devono essere nulle. In generale, segue
dalle relazioni (15-29) e (15-31) che ogni particella di massa nulla si muo-
ve alla velocita della luce.

La correttezza della (15-32) e della relazione ipotizzata da Einstein,
E = hv (fra I'energia dei fotoni e la frequenza v della radiazione elettro-
magnetica, attraverso la costante di Planck 4), fu per la prima volta con-
fermata sperimentalmente da studi sulla diffusione di raggi X da metalli,
le cui caratteristiche (effetto Compton) sono in perfetto accordo con una
descrizione in termini di collisioni elastiche fra fotoni ed elettroni, nelle
quali si conservano sia I’energia sia la quantita di moto totale.

I risultati sperimentali a disposizione fino a qualche anno fa erano
compatibili con l'attribuzione di una massa nulla anche ai neutrini (par-
ticelle prodotte ad esempio nei decadimenti beta dei nuclei e in partico-
lare (par. 4-18-2) nel decadimento di un neutrone in un protone piu un
elettrone ed un neutrino). Recenti esperimenti hanno fornito alcune in-
dicazioni, ancora non conclusive, di un valore non nullo (anche se estre-
mamente piccolo) della massa dei neutrini. Un tale fatto, se confermato,
avrebbe implicazioni notevoli anche per quanto riguarda il problema
della massa dell’Universo e quindi della sua evoluzione (par. 9-11-1).

15-10 Forza, accelerazione e massa
dq
dr
namica relativistica: a causa della dipendenza di y da v e quindi da ¢, l’ac-
celerazione non é in generale parallela a F. Infatti,

~dv_d q\ F 1 dy
a_ﬁ_ 57 (Wm) £ V. (15-33)

Come dimostrato nell’esempio (15-10), questa relazione si puo scrivere
anche come

La relazione F = ha una conseguenza piuttosto sorprendente in Di-

¢ (F-v)
a=—F-—

E E
da cui ¢ immediato dedurre che accelerazione e forza sono parallele nei
casi in cui F ¢ parallela o perpendicolare a v. In entrambi tali casi parti-
colari, si puo scrivere

v, (15-34)

F=m"a

ove, in analogia alla seconda equazione della Dinamica classica, il rap-
porto m* fra forza e accelerazione viene a volte chiamato massa (dipen-
dente dalla velocita). In realta questa dizione non & molto felice, in quan-
to m* dipende non solo dal corpo (e dalla sua velocita nel riferimento
considerato), ma anche dalla direzione relativa di forza e velocita; cosi
si dovrebbe distinguere fra una «massa longitudinale» my; (nel caso di
F e v paralleli) e una «massa trasversa» m, (nel caso di F e v ortogonali).
Dalla (15-34) ¢ immediato ricavare m;; nell’esempio 15-11 si dimostra in-
vece I’espressione per my. Si trova cosi:

. _ .3
my =~ym; my =y m.
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Esempio 15-10

Esempio 15-11

Dimostrare che quando la forza risultante e la velocita sono parallele o per-
pendicolari fra loro, ’accelerazione ¢ parallela alla forza.

Nel caso di F parallela a v, tale proprieta risulta evidente dalla (15-33). Piu in
generale, € conveniente osservare che, tenendo conto della (15-23), il coef-
ficiente che moltiplica v nel secondo membro dell’equazione (15-33) puo es-
sere riscritto come:

ldy 1 diymd)  1dK 1

i =L 74 ___FN
v dt ymc? dt E dt E Y
Si ottiene quindi:
F 1d F 2 F-
B s N S 5 MY S LA
ym vy dt ym  ymc? E E

Si noti che il termine che contiene v dipende dalla potenza F - v. La relazione
trovata mostra che ’accelerazione ¢ parallela alla forza anche quando F ¢
perpendicolare a v, in quanto la potenza ¢ nulla. In tale caso, inoltre, 'ener-
gia cinetica K della particella resta costante.

Una tipica situazione che si verifica negli acceleratori elettrostatici ¢ quella
di particelle, di massa m e carica elettrica gp, soggette all’azione di un campo
elettrico uniforme E, diretto lungo il verso positivo dell’asse x. Sapendo che
il campo esercita la forza F = ¢, E sulle particelle e che queste sono inizial-
mente ferme, determinare la loro accelerazione all’istante generico . Rica-
vare inoltre 1’espressione della loro «massa longitudinale».

Allistante iniziale, in cui ¢ v = 0, la forza F = g,E determina un’accelerazio-
ne parallela a E e la carica si mette in moto lungo la direzione del campo, di
modo che anche successivamente ’accelerazione continua ad essere paralle-
la alla forza (essendo v parallela a F): il moto ¢ rettilineo e avviene lungo
l’asse x. Si puo allora scrivere la (15-34) nella forma scalare
ay=F/ym—Fo*/ymc* = F1 —=v*/)/Jym = F/v’m =
=q,E/m(1 - 2/ =F/m,,

ove la quantita ny = v*m = m/(1 = 32>
nale».

L’accelerazione non ¢ costante nel tempo, ma dipende dal modulo della
velocita, tramite il fattore v. Anche se il campo ¢ uniforme, il moto non ¢
uniformemente accelerato e la dipendenza di v da £ non ¢ lineare: integrando
le precedenti equazioni differenziali, per esempio con il metodo descritto nel
paragrafo 3-25, si dimostra infatti che v(t) = ¢/4/1 + (mc/ qut)z.

Al crescere di t il rapporto § = v/c aumenta, restando comunque inferio-
real, e per g,Et > mcsihav ~ c. Cio conferma che c ha il ruolo di velocita
limite per ogni moto, anche se causato da una forza di intensita arbitraria-
mente elevata, e indipendentemente dall’intervallo di tempo in cui essa agi-
sce. In altri termini si puo dire che risulta sempre piu difficile fare aumentare
ulteriormente la velocita, man mano che essa cresce: tutto va come se la par-

ticella, in seguito all’aumento della sua massa longitudinale, avesse un’iner-
zia fortemente crescente.

viene chiamata «massa longitudi-
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15-11 EQUIVALENZA MASSA-ENERGIA 007

Esempio 15-12

Una particella, di massa m e carica g, in moto con velocita iniziale vy, entra
in una regione ove ¢ presente un campo di induzione magnetica B uniforme,
diretto perpendicolarmente a vy. Sapendo che il campo esercita sulla parti-
cella la forza di Lorentz F = g,v x B, dimostrare che essa si muove lungo
una circonferenza e determinare la dipendenza del raggio di curvatura R dal-
la velocita della particella.

La forza ¢ perpendicolare alla velocita e quindi non fa lavoro; di conseguen-
za, per le (15-23) e (15-25) I’energia cinetica e il modulo v della velocita re-
stano costanti; sono costanti anche v e il modulo ¢ della quantita di moto.
Come abbiamo discusso nel testo, se forza e velocita sono perpendicolari,
anche 'accelerazione ¢ perpendicolare a v, e risulta quindi centripeta e di
modulo costante:

a=quwB/ym=v"/R = R=ymv/q,B=q/q,B.

Il raggio di curvatura della traiettoria & proporzionale alla quantita di moto,
come previsto anche classicamente. Tuttavia, va tenuto presente che l'e-
spressione relativistica di g contiene il fattore v, dipendente dalla velocita.
La conferma sperimentale di queste previsioni, con gli esperimenti di Buche-
rer e Kaufmann nel 1909/10, costitui una delle prime verifiche della teoria
della Relativita.

Sulla base della relazione precedente si possono discutere le caratteristi-
che degli acceleratori circolari chiamati ciclotroni. Per fare muovere una par-
ticella ad alta velocita in un acceleratore di questo tipo, si esercita su di essa
una forza centripeta mediante opportuni campi magnetici: si trova che occor-
re un campo magnetico molto piu intenso di quello previsto dalle leggi di
Newton. Infatti, fissati il raggio e il modulo della velocita, I'intensita B de-
v’essere uguale a v volte quella richiesta dalla Meccanica classica. In altri ter-
mini, tutto va come se, aumentando la «massa trasversa» (m, = ym) con la
velocita, crescesse dello stesso fattore anche I'inerzia della particella.

15-11 _Equivalenza massa-energia

15-11-1 La formula di Einstein

In questo capitolo si ¢ scelto di assumere la massa come grandezza «pro-
pria», cioe come proprietd intrinseca di ogni particella, indipendente dal
sistema di riferimento. Di conseguenza, la quantita di moto ¢ stata defi-
nita come q = ymyv e ’energia come E = ymc?. Altri autori generalizza-
no il concetto di massa, distinguendo fra «massa propria» m, € «massa
relativistica» m = ymy. Questa scelta permette di conservare alla quan-
tita di moto la scrittura classica q = mv e di scrivere ’energia come
E = mc?, certamente la pitt famosa relazione di tutta la teoria di Ein-
stein.

1l fatto veramente rivoluzionario ¢ la possibilita di associare energia
(ariposo, Ep) alla massa «propria», come mostrato dalla (15-28). Questo
fatto nuovo, non contemplato dalla Fisica classica, ha notevoli conse-
guenze pratiche: tutte le applicazioni della Fisica nucleare, in particolare
la possibilita di disporre di grandi quantita di energia, si basano su tale
relazione. Oltre a cio, ¢ possibile comprendere perché non sussista, in
Relativita, la proprieta di additivita delle masse; ed ¢ possibile capire
da dove deriva I'«energia di legame» di ogni sistema legato.
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15-11-2 Alcune trasformazioni massa-energia

L’equivalenza massa-energia spiega molti fenomeni che hanno un ruolo
notevole nella Fisica moderna. Fra questi ricordiamo i processi cataloga-
ti sotto i suggestivi nomi di annichilazione della materia e materializza-
zione dell’energia, e piu in generale anche la liberazione di energia nelle
reazioni nucleari e la produzione di nuove particelle nelle collisioni ad al-
ta energia.

Alla prima categoria appartengono alcuni dei fenomeni che hanno
luogo nell’interazione fra particelle e antiparticelle: per esempio, in un ur-
to fra elettrone e positrone si puod avere la «scomparsa» della massa (a
riposo delle due particelle) e la creazione di due fotoni (che hanno massa
a riposo nulla), la cui energia totale corrisponde a quella disponibile ini-
zialmente:

et +e — 2y

Si puo dimostrare che non puo avere luogo ’apparentemente analogo
processo in cui si produce un solo fotone. Infatti, la conservazione dell’e-
nergia totale E ¢ necessariamente accompagnata, in ogni sistema inerzia-
le, da quella della quantita di moto totale Q; nel sistema del centro di
massa della coppia elettrone-positrone, Q ¢ nulla, mentre non esiste al-
cun riferimento nel quale un solo fotone possa avrere quantita di moto
nulla. Tali considerazioni non si applicano, invece, nei casi in cui la sola
particella presente nello stato finale ha massa diversa da zero, come av-
viene, ad esempio, negli acceleratori a fasci incrociati di particelle e anti-
particelle di alta energia (con processi simili a quelli descritti nel para-
grafo 15-9-2).

Fra i processi in cui si «materializza I’energia» rientra la produzione
di coppie elettrone-positrone nell’interazione di fotoni di alta energia
con la materia.

B P B S

Naturalmente, questo processo puo avvenire solo se I’energia del fotone
¢ superiore alla somma delle energie a riposo delle due particelle.

15-11-3 Difetto di massa ed energia di legame

Sappiamo che ’energia totale e la quantita di moto totale di un sistema
di particelle si conservano in ogni sistema di riferimento inerziale. Nel
riferimento del loro centro di massa, in cui la quantita di moto totale ¢
nulla, I’energia ha il suo minimo valore Ej: per il sistema nel suo com-
plesso questa energia, corrispondente all’energia interna della Meccani-
ca classica, puo essere considerata come ’energia a riposo Moc?, associa-
ta alla massa (a riposo) M, del sistema. Ad essa contribuiscono sia le
energie a riposo dei singoli costituenti sia quelle cinetiche e di interazio-
ne. Come gia anticipato nel paragrafo 4-15, negli stati legati, M, ¢ infe-
riore alla somma delle masse dei singoli costituenti, a causa dell’energia
di interazione (negativa) dovuta alle forze attrattive che tengono insieme
il sistema. La differenza Am fra queste quantita si chiama «difetto di
massa» e I’energia corrispondente B = Amc? & appunto 'energia di le-
game della struttura. Essa coincide con I’energia che si deve fornire al
sistema per separarne i costituenti, portandoli a riposo a grande distanza
ognuno dagli altri. La sua entita dipende dal tipo di interazione respon-
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sabile del legame della struttura: ¢ particolarmente interessante farne un
confronto nelle due situazioni tipiche dell’interazione nucleare e di quel-
la elettromagnetica.

Il nucleo dell’atomo di deuterio, detto deutone (un neutrone e un
protone), ¢ la piu semplice struttura nucleare legata, che puo sussistere
per effetto dell’interazione nucleare; la massa del deutone ¢
mg = 3,343 - 1077 kg. Tale valore & minore della somma delle masse
dei due componenti: infatti, poiché le masse del protone e del neutrone
sono mp, = 1,673 -107% kg e m, = 1,675 - 107’ kg, sommando si ottiene
mp, +my = 3348 -107%" kg. La massa mancante ¢ diventata energia di
interazione: l’energia di legame di tale sistema risulta quindi
B=Amc*=357-10713 J =222 MeV. Essa costituisce una frazione
f = B/mqyc® ~ 0,12% dell’energia totale del sistema.

L’atomo di idrogeno, costituito di un protone e di un elettrone, ¢ in-
vece il piu semplice sistema legato dall’interazione elettromagnetica. L’e-
nergia di legame, misurata ad esempio con esperimenti di ionizzazione, ¢
di 13,6 eV, cio¢ molto piu piccola di quella del deutone: corrisponde a un
difetto di massa uguale a una frazione f ~ 145 - 107°% della massa tota-
le, valore difficilmente rivelabile con gli strumenti normalmente utilizzati
nelle misurazioni di masse. Cio spiega perché nelle reazioni chimiche,
nelle quali avvengono riarrangiamenti di strutture atomiche e molecolari
caratterizzate da energie di legame di tale ordine di grandezza, non sia
mai stata riscontrata una violazione della conservazione della massa.
In realta, cio che si conserva in tutte le reazioni, sia chimiche sia nucleari,
e lenergia totale, e non la somma delle masse.

Il grande divario fra i valori del parametro f, nel caso dei legami nu-
cleari e in quello dei legami elettromagnetici, spiega anche perché, per
ottenere una data quantita di energia mediante un reattore nucleare,
si utilizzi una quantita di combustibile (nucleare) molto piu piccola di
quella equivalente di petrolio (che invece brucia in un ordinario proces-
so di combustione chimica).

RIEPILOGO DI ALCUNE RELAZIONI SIGNIFICATIVE

1 1

/U*
Fattori relativistici: = = >1); f=— (0<B<1
gl \/ Ry (r=1) - )
1-—
©
. . - . . At,
Dilatazione degli intervalli termporali: At =y Aty = ——
1- 2
C . . Ly _ 2
ontrazione delle lunghezze: L= - = Lpyv/1-5
X =~(x —v%1)
Trasformazioni di Lorentz: t'=x (t - U—zx)
c
Y=y =z
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, Vy — V*
V=
1—vw*/c
.. e v
Trasformazioni delle velocita: v = %
Y1 —vw/c
v = v/

Quantita di moto:
Energia di una particella libera:

Energia cinetica:

Energia di particelle con massa nulla:

21—t/

q=ymv

E = ymc?; energia a riposo Ey = mc?
K=mc(y—1)

E=gqc
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